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Cakularricc auromh 

Analyse et probabilit6s 
Les parties II et III sont indipcndantes, mais utilisent routes deux Irs risulfarr de la pame 1. 

Partie 1 

1. Pour n e  N et XE R. on pose g, (x) = Il" 1" e-lX dt. 

1. a. Determiner le domaine de dtfmition de g,. 
1. b. Pour x >O. trouver une relation de &urrence entre g, (x) et gn+I (x). 

En deduire la valeur de g, (x) pour x > O. 
1. c Montrer que gn est dtrivable et vtrificr que. pour tout x > O. gt; (x) = - gn+l(X) 

2. Soit p un nombre d e l  strictement posiu. 

On dtfinit la fonction f par f(t) = 
sinon 

2. a. Vtrifier que f est la densid dune variable alhtoire. 
Soit alors X une variable albtoire admettant f comme densitt?. On dit que X suit une loi gamma 
de paramktre p, no& y (p). 

2. b. On appelle mode de X. s'il existe. un deel b tel que : pour tout 1 d e l ,  f(t) 5 f(b). 
Wtcrminer k (ou les) mode(s) de X. 
2. c Montrer que la fonction de dpartition de X,  no& F. est continûment dCrivablc sur 
B, puis la cdculer. 
2. d Tracer la courbe repdsentative de F ( on cherchera ses poins d'inflexion tventuels 
et l'on Ctudiera F au vokinage de zkro en p&isant la tangente el la position de la C O U ~ ~ C  

2. c Determiner l'e@ance de X et sa variance 
par rapport h œtlc tangente ). 

3. Soit Xa une variable alhtoire suivant une loi gamma de paramtlre a. on notera fa sa 
densid et Fa sa fonction de Fepartition. Soit Xp une variable alhtoire suivant une I c i  gamma de 
p m & t r e  p. on notera fb sa densi& et Fp sa fonction de dpartition. On suppose quc : p > a. 

3. a On appelle Ca (respectivement cp) la courbc repdscnwtive de fa (rcspccdvcrncnt 

de fp). Wkminer la position relative de ces deux courbes. 
3. b. Mtme question pour les courbes repr&ntatives de Fa et de FP 

4. a. Soit h la fonction dtfinie par h(u) = E( eux). Pour qucllcs valcurs de u. h est-elle 

4. b. Wterminer la densid de la variablc alkaioiE Y = c-' ci calculer son espCrancc. 
7ouriirl I:I p;igc S.V.1'. 

4. 
dtfinie ? Calculer alors h (u) et vkrifier que h '(O) = E (X). 

-- Q - 
Partie II 

1. Y dbigne une variable lltaiok A valeurs dans N. 
1. a. Montrer que, pour tout enth  n ruptrieur ou Cgd A 1 : 

O 

b l  bl 
k P (Y = k) =xP(Y2 k)- n P(Y 2 n + 1) 

1. b. On suppose que Y suit une loi gComCtrique de pamm&m pet  00 pose q = 1 - p. 

Dtduittde 1.a.: Pourtoutq~]O.1[. k q k - l = i .  
c 

bl (1 -912 

2. Soit X une variable alhtoire continue, positive, admettant une densiu? g. Si x est un del. 
on note [XI la partie enti&re de x et l'on d&nit la variable abtoire 2 par Z = [XI. 

2. a Dtterminer la loi de 2 h l'aide de la fonction g. 
2. b. Montrer que 2 possMe une eSpennce si et seulement si X en podde une et que 
dans ce w : E(Z)S E g)S E(2) + 1. 

3. Application : X est m e  variable d&tobc suivant une loi gamma de parpmthe p = 1. 

3. a. Dtteminer l'e.spt?rance de 2 oa 2 = [XI., 
3. b. Mterminer la loi de 2 

Partie III 

1. La dur& du processus d'atterrissage d'un avion ut le temps T. mesurt en minutes, qui 
s'koule depuis la prise en charge par la tour de contr8le jusqu'h Yiobilisation de l'avion sur 
la piste. Dans un certain Cleroport. on estime que T est une variable alCatok delle continue, 
suivant une loi gamma de parambm p = 0.25. 

1. a. Quelle est la du& moyenne du proceuus dattenissage ? 
1. b. Quelle est la probabilid pour que T soit inftrieur A 4 minutes 30 sccondes sachant 
qu'il depasse 3 minules. 

2. On suppose que n avions atterrisscnt successivement sur cet atroport. que les dudes 
d'atterrissage de chacun d'entre eux suivent la loi T et sont in&pendantes. 

2. a. Soit Y la du& minimale datlcrrissage observh sur ces n avions. 
DCkrminer la loi de Y. 
2. b. Soit X la variable alhtoire Cgale au nombre d'avions dont le temps d'atterrissage 
est sufirieur h 3 minuta. Wte& la loi de X. 

3. Dans un autre droport, on estime que Test une variable alhtoire &lle coatinue, suivant 
une loi gamma de p a r d h t  fl inconnu. On suppose que m avions attenisscnt successivement 
sur cet atropon. que les du& d'atterrissage de chacun d'entre eux suivent la loi T et sont 
indtpendantes. On note TI, T2 . . ., T, la dude d'atterrissage de chacun de fcs m avions. 

Pouvez-vous proposer un estimateur sans biais de p ? 
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2 .  2.a Prouverque: p o u r t o u i k d e N *  Tr(Ak) = :k!. 
i l  

Les questions2 et 3sont indépendMvs 

Dans tout le problème n disigne un entier Mturel suplrieur ou kgal d 2. On note M J R )  
I'espace vectoriel des matrices cardes d'ordre n d coeficients dnnr R. 1, la matrice unir4 de 
A,,(R)# O, la matice nulle de W R ) .  

O n  rappelle la définition suivante : 
Si Pest un polynôme de degd n A coefficients rtels d C h i  par : 

n 

i d  
~ ( z )  = a g + a l s + a z z 2 +  ..... + a , , . t z n - l + a , z n  = Cqzi. 

pour mute matrice M E &(B) on note. P (M) la mavice dCTte par le polynôme matricicl : 

P (M) = %In+ a l  M + a 2 M Z +  ... + a,,~ Mn*' + a,,M". 

1. Prll iminaire  (ktude de l'application frace ) 

Si A est une matrice de fi,@), Tr (A) dCigne la trace de la matrice A, c'est 

somme des C l h e n u  de la diagonale de A. 

Si on note A = (%j);ss alors T r ( A ) = x Q .  

dire la 

n 

t l  

1.a. Montrer que l'application Tr est une application lin6airc de &,(R) dans R. 
1.b. Prouver que : VAE fi,(B),  BE &,(R). Tr (AB) = Tr  (BA). 

1.12 On suppose que A et D sont deux matrices semblables. 
Montrer qu'alors : Tr (A) = Tr @). 

O 

2.b. P o ~ t o u t k d e N *  onpore: & , A i + $ +  ...+ L:= Z I F .  
i-l 

On considtre le syseme linC.in dont Iw ~ C O M U C S  sont u1. u2. ... , Un. defini par les n 
Cqudons suivanlu : 

2.b.l. Justifier que le s y s b e  p d d d e n t  admet une solution unique. 

u1 = - SI = an.' 

u z =  - ( S z + u l S ~ )  = a n - 2  i -; 2.b.2. Vérifier que : 

O n  admet  pour la suite que la solution du sysctme est le n-uplct des coefficients du 
polynôme P. plus prCcisCmeni : pour tout k entier naturel de [l. n]. uk = a,-k. 

3. 3.2 Montrerque P (A) =On. 
3.b. Prcuver 1'Cquivdcncc : A inversib!e ($ q, # O. 

Monmr  que la matrice A" lasqu'elle existe s'&rit comme un polyn6me en A. 

4. Etude d'une suite de matrices 
Pour mut k entier naturel de [1. n] on defint Its matrices Bk el les nW.s dk par : 

d i  = - Tr (A) B i = A + d i I ,  I 1 pour tout k entier naturel de 12, n] dk = -1  T r  (Bk.1 A )  Bk = BL-l A + d k  1, Dans foute  la suite du prohlime on conridlre une matrice A E  "(II ) 
diagonulisable ayant n valeurs propres XI. A.2. ... , h~ r k l l e s  distinctes et on k 
pose : P (z) = (2. - AI) (z - 12) .._ (2. - = ag + a l  2. + a2 z2 + ..... + ib-i z n - l  + 15". 4.a  Eublir que pour tout k cnt iu  de [1. n] Bk = Ak + di AL-i 

bl 

L bbjet & ce problème est de fournir me mitho& permettant de &terminer les coeflcients OÙ 

polynbme P assuci4 d la matrice A et. lorsque la mam'ce A est inversible, de calculer son 

inverse. 

Tournez la page S.V.P. 

4.b. Pour tout k entier nahlrel de [l. n] ,calculer le d e l  dk en fonction de Tr (Ai) pour 
i e  [ l , k ]  dedi 

En deduire que : d t  = a,,+. puis que B, = G. 
4.12 Prouver que : A inversible O dn # O. Exprimer A '  lorsqu'elle existe en 

pouris 1l.k-11. 

fonction de B,-I et 4. 

4.d. Application : on donne la matrice A = 2 3 2 . c: )  
4.d.l. Wrifier que les valeurs propres de A sont : 1.3.5. 
4.d.2. Prouver que A est inversible et utiliser la mtthode Ctudi& ci-dessus pour 
calculer A.'. 


