PROBLEME 1

La partie 1, la partie 11 1.-2. et lo partie 11T 1.-2.-3.-4. peuvent étre traitées indépendamment.

Soit ¢ la fonction définie pour z € R par ¢(z) = z(z — 1) =2 - z.
Pour 1 € IR, on pose Py(z) =1 et, pour tout n € IN*,
d*(p") d*((z® - )"
Py = L) _ (=)

dz" dz»

Partie 1
Dans cette partie. on étudie les propriétés des polyndmes P,.
1. Calculer Py, P, P, et déterminer leurs racines. Calculer fi Pi(z)dz, pouri=1eti=2.

(a) Montrer que pour tout n € IV, P, est un polynéme de degré n, dont on précxsera le
coefficient dominant.

{(b) Montrer que la famille (Py, P, ..., P,) est une base de [R,|X].

On suppose dans la suite de cette partie que n € IN*.

(e .
3. (a) Montrer que pour tout j € [0,n — 1], _g_p;_) est un polynéme de degré 2n — j. Montrer
que 0 et 1 sont des racines de ce polynéme d’ordre de multiplicité au moins n — j.

(b) Montrer que pour tout j € [0, n], <p i) admet au moins j racines distinctes dans I'in-
tervalle ], 1.

TR
() Montrer que pour tout j € [0,n], ——-(—) admet exactement j racines simples dans
10, 1[.(En particulier, P, admet exactement n racines simples dans ]0, 1[).

4. (a) A laide d’intégrations par parties successives, montrer que pour tout n € IN* et pour tout
kefo,n~1),

I " Pu(z) Pu()dz = 0

(b) En déduire que pour tout polynéme Q € R,_,[X],

[ P@)@)ds =

Partie I
Soit n € IN® et soient 0 < z; < 23 < ... < z, < 1 n réels distincts de V'intervalle ]0, 1[. Pour i € [1,7],
soit
Lfz) =z —z1)..(z — 2t )z = Tig)oz—20) = [] (2-3z)
1€ <ng#i

(a) Vérifier que L; est un polynome de degré n — 1 pour lequel Li(z;) # 0. Calculer Li(z;)
pour j € [L,n], j #i.

(b) Montrer que la famille (L;)1<i<n €st une base de R,.;[X].

. Montrer qu’il existe une unique famille (f:)1<i<n de réels, dont on donnera I’expression en
fonction des polynémes (L;)1<ign, telle que pour tout polynéme P € Ry_;[X], on a

[} P@dz =3 aip(z) (4)

i=1

3. On suppose que (z,,I,...,Z,;) sont les n racines du polynéme P, défini dans la partie I.
Montrer que I'égalité (A) ci-dessus est alors vérifiée pour tout polyndme P € Ry,_,[X]. (On
pourra utiliser la division euclidienne de P € Ran-[X] par le polynéme P,).

4. Montrer que pour tout polyndéme P € JR3[X],

! 1.1 1 1 .1 1
-/0 P(z)dz—EP(i_m)+§P(§+m)
Partie II1

Dans cette partie, f : [0,1] — IR est une fonction continue fixée.
Pour tout polyndme P € IR,[X], on pose

1
6(P) = [ (/@) - P@)dz

Le but de la partie III est de montrer qu'il existe un unique polynéme P; € IR,[X] réalisant le
minimum de G sur [R,[X], c’est & dire tel que la propriété (B) ci-dessous soit satisfaite:

VP € RiX], G(P)2G(Fy) ()
1. Montrer que G définit une application de R,[X] dans IR, et que
G(P) =0« P(z) = f(z) pour tout z € [0,1}

En déduire que si f est un polynéme de IR,[X], le minimum de G sur [R,[X] est nul et qu'il
est atteint en I'unique polyndéme Py = f de Rn[X].
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2. Montrer que pour tous polyndmes (P, Q) € Rq[X] x Ry[X] et pour tout A € R,
G(P+)Q) =a\?~2bA+c¢

avec

a= /ol Q*(z)dz, b= /ol(f(z) - P(2))Q(z)dz, c=G(P)

3. On suppose qu'il existe un polynéme Py € IRq[X] tel que la propriété (B) soit satisfaite.

(a) Soit Q@ € Fa|X] un polynéme non nul. Pour A € R, on pose g(}) = G(Py+ AQ). Montrer.

que la fonction g : R — R, ainsi définie atteint son minimum en A=0.

(b) En utilisant I'expression obtenue 4 la question 2, en déduire que l'on a

VQeR(x], [ () - Brla)Q)z =0

4. On suppose & présent qu’il existe un polyndme P* € Ha[X] tel que

WQeRX], [ (f)- PR =0 (©

(a) Montrer que P'on a alors pour tout A € IR et tout Q€ R,[X]
G(P*+2Q) 2 G(P)
(b) Montrer que P* satisfait la propriété (B).

5. Montrer que P" satisfait la propriété (C) si et seulement si S

1 1
vielnl, [ PP = [ f@)Pa)ds,
o1 les polyndmes (P;)jeav ont été définis dans la partie I.

6. Montrer qu'il existe un unique polyndme P* € R,[X] vérifiant la propriété {C). On cherchera
n
P* sous la forme P*(X) = 3 a:P{X).
. i=0

7. Conclure sur Vexistence et I'unicité d’un polyndme Py € R,[X] vérifiant la propriété (B).

8. Dans cette question, on prend f(z) = ¢* et n = 1. Déterminer P;. '
9. Soit Py(X) = zn:akX k Pécriture de Py dans la base canonique de Ro{X]. Pour k € [0, n}, on
k=0
pose Y = J¢ f(z)z*dz. Montrer que pour tout k € [0, n],

el+k+1

10. En déduire que si Pon pose m;; = g3=7, la matrice A de Mn,1(IR) définie par A = fmihigijsnn
est inversible. ‘

PROBLEME 2

Un joueur lance & pile ou face une pidce telle que la probabilité d’obtenir Face lors d’un lancer soit
p €]0,1{. 11 lance la piece jusqu’a obtenir Face et compte le nombre X de lancers nécessaires. On
considere que les lancers sont indépendants les uns des autres.

1. Quelle est la loi de la variable aléatoire X? Calculer P(X > a) potr tout a € IN.

Dans la suite du probléme, on considére n joueurs (n € IN*) jouant simultanément au jeu déerit
ci-dessus, indépendamment les uns des autres. La probabilité P €)0,1] d’obtenir Face au cours d’un

lancer est la méme pour tous les joueurs. Pour i € [1,n], on note X; la variable aléatoire égale au
nombre de lancers nécessaires pour que le joueur i obtienne Face.

2. Quelle est la loi de X;?

3. On pose A, = min(Xy, X3, ..., X,,). Soit F, la fonction de répartition de A,,.
Montrer que pour tout a € iV,

Fa@)=1-(1~p)™
Quelle est 1a loi de A,? Montrer que pour tout z € R, z>1,
i, Fale) =1
Comment interpréter ce résultat?

4. On pose B, = max(X, X3, ..., X,). Soit G, la fonction de répartition de B,. Calculer Ga(a)
pour tout @ € IN. Montrer que pour tout z € R,,

Jlim, Gale) =0
Comment interpréter ce résultat?

5. Les variables aléatoires A, et B, sont-elles indépendantes?
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