
PROBLÈME 1 

La partie 1, la partie II 1.-2. et la partie III 1.-2.-3.-4. peuvent êfre tmi tku  indkpendamment. 

Soit 'p la fonction définie pour z E R par ~ ( z )  = z(z - 1) = z2 - 2. 

Pour z E R, on pose Po(z) = 1 et, pour tout n E EV, 

Partie 1 

Dans cette partie. on étudie les propribtb des polynômes P,. 

1. Calculer Po? Pl, Pz et determiner leurs racines. Calculer Jd P,(z)&, pour i = 1 et i = 2. 

2. (a) Montrer que pour tout n E IV, P, est un polynôme de degr6 n, dont on prkisera le 

(b) Montrer que la famille (PO, Pl, ..., P,) est une base de &[XI. 
coefficient dominant. 

On suppose dans la suite de cette partie que n E EV. 

3. (a) Montrer que pour tout j E [O, n - 11, - a(Pn) est un polynôme de de& 2n - j .  Montrer dzj  
que O et 1 sont des racines de ce polynôme d'ordre de multiplicité au moins n - j .  

(b) Montrer que pour tout j € [O,n], - dj('pn) admet au moins j racines distinctes dans l'in- 

(c) Montrer que pour tout j E [O,n], - dj('Pn) b m e t  exactement j racines simples dans 

dzj 
tervalle ]0,1[. 

dzj 
]O, l[.(En particulier, P, admet exactement n racines simples dans ]O, l[). 

k E [O, n - 11, 
4. (a) A l'aide d'intégrations par parties successives, montrer que pour tout n E EV et pour tout 

jol pn(z)?(z)dz = O 

(b) En dkluire que pour tout polynôme Q E &-,[XI, 

1' Pn(z)Q(z)dz = 0 

Partie II 

oit n E N' et soient O < 2 1  < z1 < ... < 2, < 1 n rk ls  distincts de l'intervalle]O, 11. Pour i E [l, n], 
)it 

Jqz) = (2 - 21) ...( 2 - Zi-l)(Z - ZI+I) ...( I - 2=) = (2 - 2,) 
19SnJC 

1. (a) Vbrifier que L, est un polynôme de degré n - 1 pour lequel LI(z,) # O. Calculer LI(z,) 

(b) Montrer que la famille (L,)~S~<,, est une base de &-l[X]. 
pour j E [l, n], j # i .  

2. Montrer qu'il existe une unique famille (&,<, de réels, dont on donnera l'expression en 
fonction des polynômes (LI)l~,<n, telle que pour tout polynôme P E &-l[X], on a 

3. On suppose que ( ~ 1 ~ 2 2 ,  ..., 2,) sont les n racines du polynôme P, defini dans la partie 1. 
Montrer que l'égalitb (A) ci-dessus est alors vérifiée pour tout polynôme P 6 &-1[X]. (On 
pourra utiliser la division euclidienne de P E Rm-l[X] par le polvnôme Pn). 

4. Montrer que pour tout polynôme P E &[XI, 
/O1 P(z)dz  = -P( -  1 1 1  - -) + -P(-  1 1 1  + -). 
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Partie III 

Dans cette partie, f : [O, 11 --t R est une fonction continue h6e .  
Pour tout polynôme P E &[XI, on pose 

W) = j o h  - P(Z))*d. 

Le but de la partie III est de montrer qu'il existe un unique polynôme Pf E &[XI réalisant le 
minimum de G sur &,[XI, c'est B dire tel que la propriété (B) ci-dessous soit satisfaite: 

\JP E &[XI, G ( P )  1 G(P/ )  (BI 

1. Montrer que G définit une application de &[XI dans R+ et que 

G ( P )  = O + P ( z )  = f(z) pour tout z E [O, 11 

En déduire que si f est un polynôme de &[XI, le minimum de G sur &[XI est nul et qu'il 
est atteint en l'unique polynôme Pi = f de &,[XI. 



2. Montrer que pour tous polynômes (P,Q) E &[XI x &[XI et pow tout X E R, 
C ( P  + AQ) = aXz - 2bX+c 

a = i' QZ(s)&, b = 41(f(.) - P(z))Q(z)& c = G(P) 
avec 

3. On suppose qu'il existe un polynôme Pl E &(XI tel que la propriete (B) soit satisfaite. 

(a) Soit Q E &[XI un polynôme non nul. Pour A E R, on pose g(A) = G(Pl+ XQ). Montrer 

(b) En utilisant l'expression obtenue B la question 2, en d6duire que l'on a 
que la fonction g : R -+ R?+ ainsi definie atteint son minimum en A = O. 

VQ E &[XI, i ' ( l (z)  - PI(z))Q(z)~ = 0 

4. On suppose à présent qu'il existe un polynôme P' E &[XI tel que 

. VQ E &[XI, /ol(I(z) - P'(z))Q(z)& = 0. (C) 

(a) Montrer que l'on a alors pour tout A E 41 et tout Q E &[XI 

C(P* + Ag) 1 G(P') 

(b) Montrer que P' satisfait la propriete (B). 

5. Montrer que P' satisfait la propriete (C) si et seulement si .I 

> 
vj E [O, n], 1' P'(z)pj(z)& = i' /(z)pi(z)&, 

où les polynômes (c),E~ ont cite definis dans la partie 1. 

6. Montrer qu'il existe un unique polynôme P' E &,[XI vdrifiant la propriete (C). On cherchera 
n 

+O 
P' sous la forme P*(X)  = Caipi(X).  

7. Conclure sur l'existence et l'unicit6 d'un polynôme Pl E &[XI vérifiant la propriW (B). 

8. Dans cette question, on prend /(z) = e' et n = 1. Déterminer Pl. 

9. Soit P,(X) = 2 akXk l'dcriture de Pl dans la base canonique de &[XI. Pour k E [O, n], on 
k=O 

pose 7 k  = $ f(z)zkdz. Montrer que pour tout k E [O, n], 

10. En déduire que si l'on pose mij = -, la matrice A de M,+l(R) ddfinie par A = [rrqj]l5ij9,+1 
est inversible. 

PROBLÈME 2 

Un joueur lance B pile ou face une pièce telle que la probabilitd d'obtenir Face lors d'un lancer soit 
p E]O,I[. Il lance la pike jusqu'8 obtenir Face et compte le nombre X de lancers nécessaires. On 
considkre que les lancers sont indhpendants les uns des autres. 

1. Quelle est la loi de la variable alhtoire X? Calculer P(X > a)  pour tout a E Bv. 

Dans la suite du problkme, on considbre n joueurs (n E J") jouant simultanbment au jeu dbcrit 
:i-dessus, indkpendamment les uns des autres. La probabilitb p E)O,l[ d'obtenir Face au cours d'un 
ancer est la même pour tous les joueurs. Pour i E [l, n], on note Xi la variable aléatoire bgde au 
iombre de lancers n&&res pour que le joueur i obtienne Face. 

2. Quelle est la loi de Xi? 

3. On pose A, = min(X1, Xz, ..., X,). Soit F, la fonction de repartition de A,. 
Montrer que pour tout a E N, 

Quelle est la loi de A,,? Montrer que pour tout z E R, z 2 1, 
&(a) = 1 - (1 - p)" 

lim F,(z) = 1 
n++w 

Comment interpdter ce tkfllltat? 

4. On pose B. = max(X1, Xz, ..., X,). Soit Ga la fonction de répartition de B,. Calculer G,(a) 
pour tout a E N. Montrer que pour tout z E &, 

lim G.(z) = O  
n++m 

Comment interpreter ce rkultat? 

5. Les variables al6atoires A, et B, sont-elles indépendantes? 


