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Exercice 1

On jette au hasard r jetons dans n boites (n > 3) de la fagon suivante : chaque jeton a la
méme probabilité de tomber dans chacune des boites et on suppose que les jetons sont lancés
indépendamment les uns des autres.

1. Soit A; I'événement “la iéme boite n’a pas regu de jeton”. Calculer P(4;).

2. Soit N, le nombre de boites n’ayant pas recu de jeton. Calculer E(N,) (on pourra
exprimer N, en fonction des variables 14, pour ¢ € {1,--- ,n} ol 1,, prend ses valeurs
dans {0,1} et vaut 1 si et seulement si I'événement A; est réalisé).

3. Calculer P(A; N A;) pour tout (¢,7) € {1,---,n}? puis calculer E(N?). En déduire la
variance V(N,) de N,.

4. On considére ici un nombre variable n de boites et l'on fait dépendre r de n (on notera
alors r = r,). On suppose qu'il existe ¢ € R tel que r,/n — c lorsque n tend vers
I'infini.

(a) Calculer la limite de E(N,/n) lorsque n tend vers V'infini.
(b) Calculer la limite de V(IN,/n) lorsque n tend vers 'infini.

(c) Soit ¢ > 0. Montrer que 62':.[]1\["/"_.3(}\]"/")'2( < (Nn/n — E(N,/n))*. En déduire que
P(|Ny/n~E(N,/n)| > €) — 0lorsque n tend vers l'infini. Quelle est la signification
de ce résultat ?

Exercice 11

Soit f I’application de R* dans R? définie par (z,y) = (2z + 3y, z + 2y), et A la matrice de
f dans la base canonique de R2.
On définit €= {(z,y) €eR? | 22 -3y’ =1} et E=4(z,y) e N | 22 - 3y* =1} .

A

1. (a) L'application f est-elle inversible ? Si oui, calculer son inverse.
(b) Montrer que f(€) = €.

2. Montrer que f est un endomorphisme diagonalisable de R?, puis déterminer A™ pour
tout n € N.

3. On prend (zo,yp) € E, et on définit la suite ((€n,Yn)),en PAr récurrence en posant,
pour tout n € N*, (zq,¥n) = f ((Tn=1, Yn-1)).
(a) Montrer que les éléments de cette suite appartiennent & E.

(b) Verifier que (1,0) € E et en déduire, dans N?, une infinité de solutions, que I'on
explicitera, de 1’équation 22 — 3y% = 1.




p— 3 —
Probléme

Dans ce probléme, on étudie un résultat de théorie des jeuz du & Blackwell, avec une appli-

cation & l’ezistence de partitions bien réparties sur l’ensemble des entiers.
NOTATIONS

Dans le probléme, on notera R?, ot d est un entier strictement positif, ’ensemble des d-uplets
u = (u(1),--,u(d)) de réels. Pour tout vecteur u € R%, on définit la longueur de u, notée

||u]], par

De plus, pour tous vecteurs u et v de R?, on définit (u,v) par
d

(u,0) = u(i)v(i).

=1
Enfin, une suite réelle (un)a>1 est dite bornée par M € Ry, si pour tout n € N*, on a

lun| < M.
PRELIMINAIRE

Soient (Wn)n>1 €t (an)n>1, deux suites de réels positifs, telles que la suite (a,)n»1 st bornée

par un réel M € R, et pour tout entier n > 1

: = (1)

n
Wni1 S C W+ — 3.
= (m) "t n+1)?
On veut montrer, dans ce préliminaire, qu’alors la suite (w,,)nzl tend vers zéro lorsque n

tend vers +00.

1. Montrer le fé§ultat dans le cas ou la suite (aﬁnZl est identiquement nulle.

2. Montrer que pour tout entier £ > 0, on a

YRS \Ex1) TR

3. En déduire alors le résultat annoncé, i.e., lim,_, 400 wn = 0.

PREMIERE PARTIE

Soit (zn)n>1 une suite de réels bornée par un réel M € R,. On note, pour tout n € N*,

1 n
Ip = ; Z Zk.
k=1
On suppose que la suite (z5)n>1 satisfait la propriété suivante :
xn+lfn S 0, Vn e N- (2)

1. Montrer que la suite (Zn)n>1 €st bornée par M.
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2. Montrer que pour tout n € N*,

2
— 2 n - 12 1 2
Bl s (37) ol + gt
3. Montrer que
lim Z, =0. (3)

n—-+oo
4. Donner un contre-exemple 2 la limite (3) lorsqu’on ne suppose plus que la suite (Tn)nx1

est bornée, la propriété (2) restant vérifiée.
5. Donner un autre contre-exemple lorsque la suite (Tn)n>1 reste bornée mais que I’on ne
suppose plus la propriété (2) vérifiée.
DEUXIEME PARTIE

Soient d € N* et I' la partie de R¢ définie par
I'={(z(1),-- ,z(d)) eR* | z(3) <0, Vie {1,---,d} }.
Pour tout u € R?, on note Pr(u), le vecteur z de R? défini par z(s) = u(i)~ pour tout
i€{l,---,d}, o0, pourtout a € R, a~ =asia<0eta =0 sinon.
1. Veérifier que pour tous vecteurs u, v et. w,de R4 et tout réel A on a
(a) (wu) = |jull? et (u,v) = (v, u),
(b) (u,v + Mw) = (u,v) + A(u, w),
(c) llu+oll® = {full® + {lo]> + 2(u, v).
2. Soit u € R,
(a) Montrer que pour tout v € T, on a ||u — Pr(u)|| < |Ju — v]|.

(b) Montrer .que Pr(u) est 'unique élément uh€ T tel que |ju — w|| < |ju — v|| pour
tout v € I'. Comment peut-on interpréter Pr(u) géométriquement ?

3. Montrer que 'on a |ju — Pr(u)]| < |]ul).

Soit (zn)n>1 une suite de vecteurs de RY. On note, pour tout entier n > 1, %, I’élément de
R¢, défini par

1 n
En = - Z xk-
n k=1
On suppose que la suite (||za|[)n>1 est bornée et que pour tout entier n > 1
(En = PI‘(fn)) Loyl — Pl"(fn)) <0 (4)
Enfin, on note pour tout n € N*, w, = ||Z, — Pr(Z,)|%

4. Montrer que

2
n 1 — 2
Wny1 S (m) Wy + ——_—(n 1) [Zns1 = Pr(Za)II%.




5. Montrer que lim, 400 W, = 0.

6. On suppose ici, que pour tout n € N*, z,(1) + - - - + z,(d) = 0. Prouver alors, que pour

tout 1 € {1,---,d}, on a limp 400 Tp(i) = 0.
TROISIEME PARTIE o corrin
Soient d € N* et (cp)n>1 une suite & valeurs dans {1,--- ,d}. On définit pour tout n € N*,
N_ )1 sica=1
un(t) = { 0 sinon,
pour i € {1,---,d}. Soit p € R?, dont toutes les coordonnées sont positives, et tel que

p(1) + -+ p(d) = 1. On définit pour tout n € N*, z, = v, —p, et 'on désigne, comme dans
les parties précédentes, par Z,, la moyenne arithmétique des z; pour 1 < k < n.

v, € R? par

1. Montrer que pour tout n € N*, on a 3% | Z,(5) = 0 et qu'il existe i, € {1,---,d} tel
que T (in) < 0.

2. Montrer que l'on peut choisir la suite (cn)n»1 de telle sorte que pour tout n € N*, on
ait o

(Zn = Pr(Tn), Tnr — Pr(Za)) <0,
avec Pr défini comme dans la deuxiéme partie.

3. En utilisant les résultats de la partie précédente, montrer que pour tout n € N* et pour

tout i € {1,---,d},ona

lim —E v (1
n—+00 1

4. En déduire qu’ il existe une famille (A )1<,<d de parties deux & deux disjointes de N,

telle que pour tout i € {1, d}
lim —|{1 - n} N A = p(i),

n—+00o 1N

ol pour tout ensemble fini V, |V| désigne le cardinal de V.



