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Les deux problémes qui suivent sont indépendants et peuvent donc étre abordés dans un ordre
laissé au libre choir du candidat. Dans chacun de ces problémes, pour répondre & une question, le

candidat pourra admettre les résultats des questions précédentes.

Probléme 1

Soit d un entier tel que d > 2. Soient £ un R espace vectoriel de dimension d et £(E) Pensemble

des endomorphismes de E. Soit My(IR) 'ensemble des matrices d x d a coefficients dans R.

1. Soient f et g deux éléments de £(E). On rappelle que f o ¢ désigne 'endomorphisme défini
par
Yz € E, foglz) = flg(z)).

On dit qu'un sous-ensemble 7 de E est stable par f si et seulement si
f(F) C F.

On suppose que f commute avec g, c’est-a-dire que go f = fog.

(a) Montrer que I'image de ¢ est stable par f.

(b) Montrer que le noyau de g est stable par f.

On admettra désormais que si deux endomorphismes f et g commutent, le noyau et 'image de g

sont stables par f.

2. Soient Aq,...,Ag des nombres réels et soit M une matrice de M;(R) définie par

1 oA A2 Lt
1 X A3 . A!

LoXg A At
(a) Supposons pour cette question d = 2. Montrer que M est inversible si et seulement si
Ay est différent de As.

(b) Supposons maintenant d > 2. Seit P un polynéme de la forme

d—2
P(X)=X"" 4> ppX*

k=0
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Prouver que la matrice M est équivalente a la matrice M’ de My{R) définie par

1 A o A2 PO

/

oo oz L POy

1 X o A2 PO

{¢) Supposons toujours que d > 2. En déduire que la matrice M est équivalente a la matrice
M" de M;(R) définie par

D SR ¢ 0
A S :
1 Aoy oo A2 0
T g o A2 Q=200 = ) (g — M)

(d} Montrer par récurrence sur d que M est inversible si et seulement si les nombres réels

AL, ..., Ag sont denx 4 deux distincts.

On admettra désormais que M est inversible si et seulement si Aj, ..., Ay sont deux a deux distincts,

3. Soit f un endomorphisme de £(E). On note f? I'élément de L{F) défini par f2= fo f. De

méme, on définit par récurrence, pour tout entier & > 3,

Je=flof=foff = fo- o f “kfois”

et par convention, f° désigne I'identité de L(E).
Soit v un vecteur de E. On dit que v est un vecteur totalisateur pour f si et seulement si

pour tout x € £, il existe un entier N et des réels ay,...,an tels que
_ N
z=agv+---+anf" (v)

(a) Supposons pour cette question d = 2 et supposons aussi que f a deux valeurs propres A;
et Ay distinctes. Montrer qu’il existe une base (e}, e2) de E dans laquelle f est représenté
par une matrice diagonale. Montrer qu’alors v = e + e, est un vecteur totalisateur pour
f-

(b) Dans le cas général (d > 2), montrer que si f a d valeurs propres distinctes alors il

existe un vecteur v totalisateur pour f.



{c) Supposons qu'il existe un vecteur v tel que fé(v) = 0 et f41(v) # 0. Montrer que v

est totalisateur pour f.

4. Soient f un endomorphisme de £{E) et v un vecteur non nul de E. Soit ¢ le plus grand
enticr tel que Fy = {v, f(v),..., f97'(v)} soit une famille libre.
(a) Montrer que 1 < ¢ < d.
(b) Montrer que Vect(F,) = { ?;é a; f1(v), (ao, . .., ag—1) € R?} est stable par f.
(c) On suppose que v est un vecteur totalisateur pour f.

Montrer que {v, f(v),..., f%1{v)} est une base de E.

On admettra désormais que si f a un vecteur totalisateur v alors {v, f(v),..., f¢ *{v)} est une
base de E.

5. Soit f un endomorphisme de £(E). Pour tout polyndéme P de R[X] de la forme
PX)=ay+a X+ +a, X"
on définit U'endomorphisme P(f) de L£{FE) par
P{fy=aof’+arf + - +anf™
On note R[f] le sous-ensemble de L£{F) défini par
RIfT ={P(), P e RIX]}
On suppose toujours qu’il existe un vecteur v totalisateur pour f.

(a) Montrer que R{f] est un sous-espace vectoriel de L(E).

(b) On note I'{f) = {g € L{(E),go f = fog}. Montrer que I'(f) est un sous-espace
vectoriel.

(¢) Montrer que les deux sous-espaces vectoriels I'( f) et R[f] sont égaux et que {f°, f,..., f@7!}
est une base de R[f].

(d) Trouver une base de E dans laquelle f est représenté par une matrice de la forme

/0 cee eee 0 ao\

1 . o
0 . o ,
: 0 ag.o
\0 -~ 0 1 ag,)
ol ag, ay, . .., aq 1 sont des nombres réels.
3
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Probléme 11
Soit Q un ensemble (par exemple R). On rappelle que pour tout sous-ensemble A de €, la fonction
14 est la fonction qui va de €2 dans R et telle que 1a(z) = 1siz € A L14(z)=0siz¢ A Ona
donc en particulier pour toute variable aléatoire X 4 valeurs dans ), E{(14(X)) = P(X € A). On
rappelle que si B est un deuxiéme sous-ensemble, 1yng = La1p.
Préliminaires
Soit g une fonction continue non identiquement nulle de R, dans R,;. On suppose que g

vérifie la relation sulvante :

V(s,t) € R, g(s+1t) = g(s)g(t).

(a) Montrer que g(0) = 1.
b) Montrer que pour tout entier g > 1, 1/¢))? = g(1) et en déduire que g(1) est non
q g g g
nul.
(¢} Montrer que pour tout entier p et tout entier ¢ > 1, g (p/q) = (g(1))"".
(d) On rappelle que pour tout réel x, il existe une suite (u,)nen de rationnels telle que

lim, .y tn, = z. Montrer qu’il existe un réel A que l'on précisera tel que pour tout

nombre réel positif z, g{z) = exp(—Az).

1. Soit X une variable aléatoire positive a densité. On définit la fonction de queue, Gy, de X
par la relation suivante :
Vs e R, Gx(s) = P(X > s).
On rappelle qu'une variable exponentielle de paramétre A > 0, est une variable aléatoire de
densité A exp(—Az)1,>p sur R.

On dit qu'une variable aléatoire positive est sans mémoire si et seulement si la relation
suivante est vraie
Y(t,s) € Ri,P(X >1+8X >t)=P(X > s).

Soient Xy, ..., X, des variables aléatoires (4 densité ou discrétes). On rappelle que X, ..., X,

sont indépendantes si et seulement si on a
V((Ll, .. .,an) € Ri, ]P)(Xl é 25 .,Xn S CLH) = ]P(Xl S al)IP’(XQ S 0‘,2) .. P(Xn S an).

(a) Calculer la fonction de queue, Gx, de X quand X est une variable exponentielle de

parameétre A > 0.

(b) Montrer que si X est une variable exponentielle de parameétre X, alors X est sans

mémoire.



(c) Montrer réciproquement que si X est sans mémoire, alors X est une variable exponen-

tielle dont on précisera le parameétre.

Indication : On pourra commencer par trouver une relation vérifiée par la fonction de

queuve Gy .

(d) Soit X; et X, deux variables exponentielles indépendantes de paramétres respectifs A,
et Ap. Calculer la fonction de queue de la variable aléatoire Z = min(X, X5) et donner
la loi de Z.

2. Soient X et Y deux variables aléatoires positives indépendantes de densités respectives fx
et fy. On admet alors que S = X +Y est aussi une variable aléatoire positive dont la densité

peut se calculer par la formule suivante

Vi 2 0, fg(t) = /()t fx(t - S)fy(S)dS.

Soit A un réel positif. Pour tout entier n > 1, on définit la fonction f, par

B (At)n—l
Yt € R, fn(t) = Ae Atmﬂtzg.
(a) Montrer que f, est une densité.
(b) Soient X, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes, suivant la loi exponentielle de

parameétre A. Montrer que 5,, = X; +--- + X, a pour densité f,.

3. Dans une usine, on met en service une machine en commengant par mettre une batterie
neuve sur cette machine, puis on change la batterie, dés que celle-ci s’arréte et on remplace
la batterie épuisée par une neuve, de maniére instantanée. Ce processus se poursuit indéfini-
ment. On modélise la durée de vie d'une batterie par une variable exponentielle de paramétre
A > 0. On suppose que les durées de vie des différentes batteries sont toutes indépendantes

entre elles.

On note 71, la date du premier changement de batterie depuis la mise en service de la
machine. De maniére plus générale, pour tout entier n, on note 7, la date a laquelle la

n-iéme batterie s’épuise et est remplacée.

Soit ¢ un réel positif. On note N(¢), le nombre de batteries épuisées depuis la mise en service

de la machine jusqu’au temps ¢ inclus.

(a) Soit n un entier non nul. Montrer que 7T, est une variable aléatoire positive dont on

donnera la densité.

(b) Pour tout entier non nul 7, montrer que les événements {N(t) > n} et {T}, < t} sont

identiques. On note leur probabilité p,,.

Tournez la page S.V.P.



(e)
{d)

Trouver une relation de récurrence entre les p,,.

Pour tout entier n, calculer la probabilité de {N{¢) = n}. En déduire la loi de N{t) (on

donnera son nom et la valeur des paramétres).

4. On suppose que At et s sont des réels strictement positifs. Soient X et Y deux variables

aléatoires positives indépendantes de densités respectives fx et fy. On admettra que pour

toute fonction bornée, g, du couple (X,Y),

(a)

Blo(x. V) = [ - [ / " gl ) x(@)da] fotwdy.

Soit S, variable de densité f, et 7 une variable exponentielle de paramétre A indé-
pendante de S,. En appliquant la formule ci-dessus & des fonctions indicatrices bien
choisies, montrer que

T

A
P(Sy+7>s+tet S, <s)= s"e 0,
nl

On notera la probabilité précédente g,,.

En conservant la modélisation précédente sur les batteries, soit N(s) le nombre de
batteries épuisées jusqu’au temps s inclus. Soit Z la premiére date aprés s (non inclus)

a laquelle une batterie est épuisée. Montrer que P(Z > t + s et N{s) = n) = g,.

En se servant des fonctions de queue, montrer que 7 — s est une variable exponentielle

de paramétre X et qu'elle est indépendante de N(s).

Montrer que N(t+s)— N{s) est une variable de Poisson de paramétre At et qu’elle est
indépendante de N(s).



	

