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Les deux exercices et le probléme qui suivent sont indépendants les uns des autres et
peuvent donc étre abordés dans un ordre laissé au libre choix du candidat. Dans ’ensemble
du présent sujet, pour répondre & une question, le candidat pourra admettre les résultats des
questions précédentes. Il est demandé de numéroter soigneusement les réponses.

Exercice 1

1. Soit a et B deux nombres réels strictement positifs, et g la fonction suivante :
a h

Etudier les variations de g. En déduire que g admet un minimum, dont on précisera la
valeur et I’antécédent en fonction de « et 3.

2. Soit a et b deux nombres réels distincts et f une fonction de classe C? sur I'intervalle réel
I = [min(a, b), max(a,b)]. On note f’ et f” ses dérivées premiére et seconde. Montrer
qu’il existe ¢ € I, avec ¢ # a, c £ b, tel que

£0) = @) + - f @ + LD g

On pourra considérer la fonction

preel v ()~ (@)~ (b-2)f () _A____(b“;)z

ou A est une constante & préciser.
3. Soit f une fonction de classe C? sur R.

(2) On dit que M € [0,+00 est un majorant de |f| si pour tout z € R, |f(z)| < M.
On suppose que |f| admet un majorant My et que |f”| admet un majorant Mj.
Montrer que tout ~ > 0, |f’| admet pour majorant

My h
204 2 M,
n T

On pourra pour cela appliquer le résultat de la question 2. & des couples (z,z + h)
d’une part, (z,z — h) d’autre part.

En déduire que |f’| admet v/2MpM; pour majorant.

(b) Avec les notations précédentes et toujours en utilisant la question 2., montrer que

: — 1 " _ - 3 4 —
. i}inoo flt) = tl}glw ff)=0 entraine t_lzinoo ft)y=0.



Exercice 11

On rappelle qu'une suite de variables aléatoires réelles (X,), (prenant chacune un nombre
fini de valeurs) converge en probabilité vers m € R lorsque pour tout € > 0,

lim P(|X, —m|>¢)=0.

n—o0

(Xn)n converge en probabilité vers +oo lorsque pour tout A > 0,

lim P(X,>A)=1.
n—oo
On note respectivement ces convergences X, omet Xn L, +00.

Dans tout l'exercice, (X,), est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes,
prenant chacune un nombre fini de valeurs possibles.

1. Lorsque X, suit une loi de Bernoulli de paramétre u,, € [0,1], déterminer P(|X,| > ¢)
pour tout &€ > 0. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur la suite (uy ), pour
que X, N 0.

Faire de méme pour X, L1
Peut-on avoir X, L, ¢ avec £ #0et £#£17

2. On suppose dans cette question encore que les X,, suivent chacune une loi de Bernoulli
de parameétre u, € [0,1]. On note Z, = X; X5 ... X,.

(a) Montrer que Z, = min{Xj, ..., X,}. Quelle est la loi de Z, ?
(b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que Z,, —— 0.

(c) Montrer que lorsque u, <1—1/(n+1), alors Z, 2, 0, mais qu’en revanche, pour
un =1—1/(n+1)2, la suite (Z,), ne converge en probabilité ni vers 0 ni vers 1.

(d) Soit, pour tout entier n > 1, S, = Xj +...+ X,,. On suppose qu’il existe un réel
a > 0 tel que pour tout entier k, wug > a. On veut montrer que S, P, +-00.
A cet effet, on pourra commencer par montrer que P(S, > 1) — 1 et que, pour
tous entiers n et k,
P (S 2 k) > (P(Sn = 1)* .

3. (On ne spécifie plus dans cette question la loi des X,,.) Montrer que si E|X,| — 0 alors
Xn ., 0. Prouver que la réciproque n’est pas vraie, par exemple en considérant une
suite bien choisie de variables aléatoires (Xp), toutes d’espérance 1 et ne prenant que
deux valeurs.



Probléme

Dans tout le probléme, E désignera un espace vectoriel réel de dimension finie n > 1l,etu
un endomorphisme de E. Pour un entier k£ > 1, u* désigne u composé k fois,
wF =uouo...ou .
N e

k termes

u® est par convention I'endormorphisme identité de E. Keru et Imu désigneront respective-
ment le noyau et 'image de I’application linéaire w.

On dit qu'un endomorphisme u de E est nilpotent s'il existe un entier k& > 1 tel que
u* = 0g (ot Og désigne I’endomorphisme nul de E). Pour un tel u, on note v son indice de
nilpotence, c’est-a-dire le plus petit entier k strictement positif tel que u* = 0 :

V:min{k21:uk=0E} .

De méme, une matrice A est dite nilpotente si ’endormorphisme canoniquement associé est
nilpotent, c’est-a-dire s'il existe un entier k tel que A* = [0] (out [0] désigne la matrice nulle).

Partie 1 (premiers exemples)

1. Montrer que les matrices

0 2 4
A=100 3 et B=
0 00

o O O
O O >
O O O

sont nilpotentes, mais que

ne lest pas.

2. Montrer que les matrices A et B sont respectivement semblables 3

A= et B =

o O O

1
0
0

o = O
o O O

1
0
0

o O O

Par exemple, (e1,e,e3) désignant la base canonique de R3, on pourra considérer res-
pectivement les systémes de vecteurs (6e1,4e; + 3ez, e3) et (5e1, €2, —beg + 5e3).

3. A et B sont-elles semblables ?



Partie 2 (préliminaires)

(On ne suppose pas ici que u soit nilpotent.)

1. Montrer les inclusions suivantes,
Keru C Keru? | Imu? C Imu .

2. On souhaite caractériser les endomorphismes u pour lesquels E peut s’écrire comme
somme directe de Keru et Imu, F = Imu @ Keru.

(a) Montrer que si F = Imu & Keru, alors Imu = Im u2.
(b) Réciproquement, montrer que Imu = Im? implique E = Imu + Ker u, puis que
cette somme est en fait directe.

(c) Donner un exemple d’espace vectoriel E et d’endormorphisme u tels que Keru et
Imu ne soient pas en somme directe.

3. Montrer qu'il existe un entier ng tel que pour tout k& > ng,
Ker u* = Keru™ | Imu® = Imu™ .

On note K = Keru™, I = Imu".
4. Préciser I et K lorsque u est inversible.

5. Montrer que E =K @ I.

Partie 3 (étude d’un second exemple)

Soit (dans cette partie uniquement) E = R,,_1[X] I’espace vectoriel réel des polyndmes de
degré au plus n — 1, R[X] I'espace vectoriel de tous les polynémes, et D 1’application

D: Rno-1[X] — R[X]
P=37saxX* — D(P)= Y7 kapX*-1

1. Montrer que D est un endomorphisme.

2. Préciser la base canonique de R,_1[X] et écrire la matrice de ’application linéaire D
sur cette base.

3. Déterminer, pour tout entier 1 < k < n, les espaces vectoriels Ker D* et Im D*.

4. D est-elle nilpotente 7 Que donne ici la décomposition E = K @ I vue 4 la question 4.
de la partie 27

Partie 4

Dans cette partie, on fixe un endomorphisme u non nul et nilpotent d’indice v.

1. Montrer que A = 0 est la seule valeur propre de u; 'endomorphisme u est-il diagonali-
sable ?



2. Pour deux ensembles A et B, on note A C B lorsque A est strictement inclus dans B,
id est, A C B mais A # B.

(a) Montrer que pour tout entier k¥ > 1, Keru* = Keru ! implique Ker u**! =

Ker u*t2; et qu’il s’en suit que pour tout entier k, Keru* C E implique Ker u* C
Ker uf+1,

(b) En déduire que pour tout entier k > v,
{0} C Keru C Keru? C...C Keru” = Keruf = F .

(c) Prouver que v <n+1—d < n, ot d=dimKeru est la dimension de Ker u.

(d) Montrer que par ailleurs, v > n/d. A cet effet, indiquer préalablement pourquoi,
pour tout entier k positif ou nul,

dim Im %* = dim Im «**! + dim (Im u* N Ker u)

et sommer ces inégalités pour £k =0,...,v — 1.
(e) Conclure que v = 7 si et seulement s’il existe k € {1,...,n—1} tel que dim Ker u* =
k, et que dans ce cas, pour tout k € {0,1,...,n}, on a dim Keru* = k.
Partie 5

Dans cette partie, on fixe un endomorphisme u nilpotent d’indice v, et on étudie ses
représentations matricielles en fonction de la dimension n de l'espace E.

1. Dans le cas ou n = 2, montrer que soit © = Op, soit u admet pour représentation

oo

dans une base bien choisie. On pourra prouver ’existence de x tel que u(z) # 0 et

matricielle

montrer que (u(z), z) est une base de E.
2. On traite maintenant le cas n = 3.

(a) Rappeler pourquoi v € {1,2,3}; et donner la valeur de u, ainsi qu’une représenta-
tion matricielle, lorsque v = 1.

(b) Lorsque v = 3, montrer que u admet pour représentation matricielle

o O O

1
0
0

o = O

dans une base bien choisie. (On pourra montrer l’existence d’un élément = € E tel
que u?(z) #0.)



(c) Lorsque v = 2, montrer que dimKeru = 2. En déduire que u admet pour repré-
sentation matricielle

o o O

1
0
0

o O O

dans une base bien choisie. Ici, on pourra considérer z tel que u(z) # 0 et exhiber
une base de la forme (u(z),z,y) pour y a préciser.

(d) Déduire de ce qui précéde que, pour tous réels non nuls ai, ag, as, a4, as, les ma-

trices
1 a1 as 1 a4 as
C=10 2 a3 et D=0 2 0
0 0 2 0 0 2

sont respectivement semblables &

110 110
C'=10 21 et D'=[0 2 0
0 0 2 0 0 2

C'" et D' sont-elles semblables ?

3. Lorsque n = 4, traiter briévement les cas v € {1,3,4} en s’inspirant des questions
ci-dessus : donner & chaque fois la représentation matricielle de u dans des bases bien
choisies, en termes d’une matrice avec des 0 et des 1.

Dans le cas ou v = 2, montrer que dim Ker u = 2 ou dim Ker v = 3. Soit F un supplémen-
taire de Ker u; en considérant une base de F', montrer que u admet pour représentation
matricielle dans des bases bien choisies :

01 00 01 00
0
00 0 lorsque dimKeru =2 et 0000 lorsque dim Keru = 3.
0 0 01 0 00O
00 0O 0000



	

